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We generalize the notion of a Galois extension by that of a Galois parallelo-
gram; a Galois extension is just a flat Galois parallelogram. The existence of Ga-
lois parallelograms is proved in the number field case. We state numerous general
properties of Galois parallelograms which give, in particular, the usual properties
of classical Galois theory. Then, we introduce a “two-dimensional Galois theory” by
generalizing to Galois parallelograms the classical Galois bijection for finite Galois
extensions. © 1999 Academic Press
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0. INTRODUCTION
Un proble`me naturel de the´orie de Galois des extensions de corps
est le “Proble`me de la descente galoisienne”: Soient K=J une exten-
sion alge´brique et N=K une extension galoisienne. Existe-t-il un corps
interme´diaire L entre J et N , J  L  N , tel que l’extension L=J soit
galoisienne avec K \ L D J et KL D N?
Dans ce cas, nous disons que l’extension N=K est “descendable sur J” et
que L=J est “une descendue de N=K (paralle`lement a` K=J).” La restriction
a` L induit un isomorphisme du groupe de Galois de N=K sur celui de L=J.
Lorsqu’elle est galoisienne, l’extension K=J est descendue de l’extension
galoisienne N=L.
Clairement, toute extension galoisienne est descendable sur son corps de
base, de descendue elle-meˆme. Un autre exemple d’extension descendable
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s’e´crivant comme produit direct de deux de ses sous-groupes 0 et V . Notons
K et L les corps des invariants dans N de 0 et V respectivement:
GalN=J D 0 V; K xD N0; L xD NV :
Alors, l’extension N=K est descendable sur J, de descendue L=J. Pour des
degre´s finis, cet exemple de´crit toutes les extensions galoisiennes de K de-
scendables sur J lorsque K=J est galoisienne. En effet, dans ce cas, une ex-
tension galoisienne N=K est descendable sur J si et seulement si l’extension
N=J est galoisienne de groupe GalN=J admettant un comple´ment facteur
direct a` son sous-groupe GalN=K.
Un cas particulier du proble`me de la descente galoisienne a e´te´ e´tudie´
par G. Brattstro¨m [1]. Le proble`me est traite´ en ge´ne´ral dans [5–7], notam-
ment pour la descente non kumme´rienne des extensions construites dans
4; 9. Voir aussi les re´sultats re´cents de A. Ledet [3].
La vie propre de la descente galoisienne donne naturellement naissance a`
une notion de “paralle´logramme galoisien” que l’on peut voir comme une
premie`re figure d’une “the´orie de Galois en dimension 2” a` de´velopper.
Convenons en effet de figurer ge´ome´triquement par des segments paralle`les
de longueurs e´gales les extensions galoisiennes dont les groupes de Ga-
lois sont isomorphes. La donne´e d’un triplet K=J;N=K;L=J d’extensions
galoisiennes dans lequel N=K est descendable sur J de descendue L=J
prend alors la configuration d’un paralle´logramme que nous qualifions de
“galoisien”:
Le but de cet article est de montrer que, dans ses proprie´te´s usuelles, la
notion d’extension galoisienne peut eˆtre remplace´e par celle, plus ge´ne´rale,
de paralle´logramme galoisien. Nous mettons en e´vidence de nombreuses
proprie´te´s me´caniques des paralle´logrammes galoisiens (the´ore`me 1.3)
que l’on peut voir comme une ge´ne´ralisation “en dimension 2” de pro-
prie´te´s connues de the´orie de Galois classique, car la donne´e d’une
extension galoisienne n’est que celle d’un paralle´logramme “plat”. Ceci
nous sert ensuite a` montrer que dans un paralle´logramme galoisien les
proprie´te´s des extensions paralle`les sont tre`s lie´es, parfois semblables; on
peut dire qu’elles se re´fle´chissent, modulo le respect des convenances pour
les degre´s. Par exemple, pour des corps de nombres, on a une parfaite
similitude de la de´composition des ide´aux premiers dans une extension
galoisienne et sa descendue paralle`lement a` une extension galoisienne de
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degre´ e´tranger (the´ore`me 2.1). Nous en de´duisons, d’une part qu’un groupe
de de´composition, ou d’inertie, se conserve par descente galoisienne, ce
qui nous permet d’exhiber canoniquement des paralle´logrammes de na-
ture arithme´tique; d’autre part que, comme une extension galoisienne, un
paralle´logramme galoisien se localise (corollaire 2.3).
Dans les sections 3 et 4, nous pre´sentons un de´but de “the´orie de
Galois en dimension 2”. Nous de´finissons le groupe de Galois d’un pa-
ralle´logramme galoisien en nous plaçant dans la cate´gorie produit Gr2 de la
cate´gorie des groupes par elle-meˆme. Ceci nous permet d’e´tablir le re´sultat
principal de cet article: un analogue pour les paralle´logrammes galoisiens
de la bijection de Galois pour les extensions galoisiennes (de degre´ fini).
Nous re´e´nonçons d’abord cette bijection, traditionnellement pre´sente´e
de´croissante, en une double bijection: croissante pour les sous-extensions,
de´croissante pour les extensions galoisiennes quotient (the´ore`me de Galois
revisite´). Puis nous prouvons qu’elle se ge´ne´ralise en une double bijec-
tion, croissante de meˆme pour les sous-paralle´logrammes et de´croissante
pour les paralle´logrammes galoisiens quotient (the´ore`me 4.2). Dans le cas
particulier d’un paralle´logramme plat, donc pour une extension galoisi-
enne habituelle, cette double bijection sur les paralle´logrammes redonne
exactement la bijection classique de Galois (remarque 4.3).
1. DE´FINITION ET PROPRIE´TE´S GE´NE´RALES
La de´finition suivante ge´ne´ralise la notion d’extension galoisienne.
De´finition 1.1. (1) Nous appelons “paralle´logramme galoisien” (ou
simplement “paralle´logramme” par abus de langage) la donne´e d’un triplet
K=J;N=K;L=J d’extensions galoisiennes dans lequel l’extension N=K est
descendable sur J de descendue L=J: K \L D J, KL D N (cf. sect. 0). On
notera ce paralle´logramme J;K;N;L en abre´ge´ ge´ome´trique.
(2) Nous appelons “paralle´logramme transpose´ de J;K;N;L” le
paralle´logramme galoisien J;L;N;K:
tJ;K;N;L xD J;L;N;K:
(3) Nous de´finissons le degre´ de J;K;N;L comme e´tant le couple
des degre´s de N=K et K=J:
degJ;K;N;L xD (N x K; K x J:
Ce degre´ sera dit “fini” quand N x K et K x J sont finis. Dans ce cas,
nous disons que J;K;N;L est “de degre´ se´pare´” si et seulement si
pgcd
(N x K; K x J D 1:
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(4) Nous disons que le paralle´logramme J;K;N;L est “plat”
lorsque N D K ou J D K. Nous identifierons le paralle´logramme plat
J;K;K; J (resp. K;K;N;N) a` l’extension galoisienne K=J (resp. N=K):
J;K;K; J ' K=J resp: K;K;N;N ' N=K:
Remarque 1.2. Tout corps K s’identifie au paralle´logramme plat K;K;
K;K.
Le the´ore`me suivant regroupe les principales proprie´te´s ge´ne´rales des
paralle´logrammes galoisiens. Pour abre´ger, on emploie partout le terme
“paralle´logramme” au lieu de paralle´logramme galoisien. Dans la premie`re
partie, nous simplifions en supposant les paralle´logrammes de degre´s finis
bien que certaines proprie´te´s soient vraies pour un degre´ quelconque.
The´ore`me 1.3. I. Soit J;K;N;L un parall´elogramme de degre´ fini.
(1) Pour tout corps interme´diaire E entre J et L, J  E  L:
(1.1) On a le parall´elogramme E;KE;N;L.
(1.2) Si E=J est une extension galoisienne, on a le paralle´logramme
J;K;KE;E.
(2) Pour tout corps interme´diaire E entre K et N , K  E  N:
(2.1) On a le paralle´logramme LAL; E;N;L ou` LAL de´signe
le corps des invariants dans L de l’image par la restriction a` L du groupe
A xD GalN=E.
(2.2) Si E=K est une extension galoisienne, on a le parall´elogramme
J;K;E;LAL.
(3) Pour toute extension galoisienne interme´diaire E1=E0 de L=J (resp.
N=K), J  E0  E1  L (resp. K  E0  E1  N), on a le paralle´logramme
E0;KE0;KE1; E1 (resp. LA0 L; E0; E1; LA1 L ou` Ai xD GalN=Ei
i D 0; 1:
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(4) Pour tout parall´elogramme J;K;E; F ou` K  E  N et J  F 
L, on a le parall´elogramme F;E;N;L.
II. (1) Soit J;K;N;L un parall´elogramme de degre´ quelconque.
(1.1) “Parall´elogramme translate´”:
— Pour toute extension alge´brique E=J, telle que N et E soient
contenus dans un meˆme corps C, on a le parall´elogramme
KE \ LE;KE;NE;LE:
— Si de plus J;K;N;L est de degre´ fini et se´pare´, on a le par-
all´elogramme
E;KE;NE;LE:
(1.2) “Quotient d’un parall´elogramme par une extension galoisienne”:
— Pour toute extension galoisienne E=J, on a le parall´elogramme
J;K \ E; K \ EL \ E; L \ E:
— Si de plus J;K;N;L est de degre´ fini et se´pare´, on a le par-
all´elogramme
J;K \ E;N \ E;L \ E:
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(2) Soient J;Ki;Ni; Li i D 1; 2 deux parall´elogrammes de degre´s
quelconques.
(2.1) “Parall´elogramme compositum”:
— Si les corps N1 et N2 sont contenus dans un meˆme corps C, on
a le parall´elogramme
K1K2 \ L1L2;K1K2;N1N2; L1L2:
— De plus, les degre´s K1K2 x J; L1L2 x J sont finis et premiers
entre eux si et seulement si les degre´s Ki x J; Lj x J 1  i; j  2 sont finis
et premiers deux a` deux. Dans ce cas, on a le parall´elogramme
J;K1K2;N1N2; L1L2:
(2.2) “Parall´elogramme intersection”:
— On a le parall´elogramme(
J;K1 \K2; K1 \K2L1 \ L2; L1 \ L2

:
— De plus, quand les degre´s degJ;Ki;Ni; Li i D 1; 2 sont finis
et se´pare´s, on a l’´egalite´
N1 \N2 x K1 \K2L1 \ L2
 D K1 \ L2 x J K2 \ L1 x J:
En conse´quence, si K1 \ L2 D J et K2 \ L1 D J, par exemple si les degre´s
Ki x J; Lj x J 1  i; j  2 sont premiers deux a` deux, on a le pa-
rall´elogramme (
J;K1 \K2;N1 \N2; L1 \ L2

:
Remarques 1.4. (0) Tous les paralle´logrammes de l’e´nonce´ pre´ce´dent
sont transposables au sens de la de´finition 1.1(2).
(1) On peut voir le (1.1) et le (2.1) de la partie I du the´ore`me 1.3
comme une ge´ne´ralisation “en dimension 2” de la proprie´te´ usuelle que
toute sous-extension d’une extension galoisienne est galoisienne. En ef-
fet, dans le cas d’un paralle´logramme plat K;K;N;N, qui s’identifie a`
l’extension galoisienne N=K, on obtient que l’extension N=E est galoisi-
enne. De la meˆme façon, dans la partie II, le (1.1) ge´ne´ralise le the´ore`me
de l’extension galoisienne translate´e [2, p. 266, th. 1.12], tandis que le (2.1)
(resp. le (2.2) ou le (1.2)) ge´ne´ralise(nt) le fait que le compositum (resp.
l’intersection) de deux extensions galoisiennes d’un meˆme corps est une
extension galoisienne de ce corps.
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(2) Meˆme dans le cas d’une extension galoisienne E=J, un paral-
le´logramme translate´ n’est pas en ge´ne´ral un paralle´logramme composi-
tum. En effet, le compositum de J;K1;N1; L1DJ;K;N;L par J;K2;
N2; L2DJ;E;E; J ' E=J n’est que le paralle´logramme KE \ L;KE;
NE;L. Pareillement, le quotient d’un paralle´logramme par une extension
galoisienne n’est pas en ge´ne´ral un paralle´logramme intersection. C’est un
“paralle´logramme quotient” au sens de la de´finition 3.3(2).
La de´monstration du the´ore`me 1.3 est reporte´e a` la dernie`re section.
2. PROPRIE´TE´S ARITHME´TIQUES
Dans cette section, nous conside´rons des paralle´logrammes galoisiens de
corps de nombres. Pour un tel corps F , OF de´signera l’anneau des entiers
de F et Spec OF l’ensemble des ide´aux premiers de OF .
Le the´ore`me suivant montre que dans un paralle´logramme galoisien
de degre´ se´pare´, il y a une parfaite similitude de la de´composition d’un
ide´al premier dans les extensions paralle`les. Nous de´duisons alors des pro-
prie´te´s du the´ore`me 1.3 que la notion de paralle´logramme galoisien existe
arithme´tiquement: en effet, elle respecte le de´vissage canonique d’une ex-
tension galoisienne par les corps des invariants du groupe de de´composition
et du groupe d’inertie d’un diviseur d’un ide´al premier du corps de base
[8, chap. I, sect. 7]. Nous achevons cette section en montrant que, comme
une extension galoisienne, un paralle´logramme galoisien se localise, ce qui
ouvre tout un champ d’investigations futures.
The´ore`me 2.1. Soit J;K;N;L un parall´elogramme galoisien de corps
de nombres, de degre´ fini et se´pare´ (cf. de´f.1.1(3)). Soient L 2 SpecOJ un
ide´al premier de OJ et . 2 SpecOK un diviseur premier de L dans OK: . \
OJ D L .
(1) Il y a e´galite´ des indices de ramification, des degre´s re´siduels et du
nombre de facteurs, de la de´composition de L dans L et de celle de . dans N:
eLL D eN.; fLL D fN.; gLL D gN.:
(2) Soient N 2 SpecON l’un quelconque des diviseurs premiers de .
dans ON : N \ OK D ., et 3 xD N \ OL sa trace sur L. Les groupes de
de´composition DN et D3 (resp. d’inertie IN et I3) de N dans GalN=K et 3
dans GalL=J sont isomorphes via la restriction a` L.
(3) On a les parall´elogrammes galoisiens
LD3;NDN ;N;L; LI3;NIN ;N;L; LD3;NDN ;NIN ; LI3:
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Si de plus, le sous-groupe DN (resp. IN ) est normal dans GalN=K, on a le
parall´elogramme galoisien
J;K;NDN ; LD3 resp: J;K;NIN ; LI3 x
Remarque 2.2. Cet e´nonce´ ge´ne´ralise le the´ore`me 3 de [5].
De´monstration du The´ore`me 2.1. Dans le paralle´logramme J;K;N;L,
on a 3 \OJ D L .
(1) Par multiplicativite´ des indices de ramification, on sait que
eN =L D eN =.e.=L D eN =3 e3=L
ou` e3=L D eLL et eN =. D eN. divisent N x K, tandis que
e.=L et eN =3 divisent K x J. Comme le degre´ de J;K;N;L est
se´pare´, on en de´duit que eLL D eN.. Meˆme de´marche pour les degre´s
re´siduels.
(2) La restriction a` L induit un homomorphisme injectif de DN dans
D3 (resp. de IN dans I3) qui est surjectif en vertu de l’e´galite´
eN. fN. D eLL fLL resp. eN. D eLL
de´duite du (1).
(3) Les paralle´logrammes de l’e´nonce´ se de´duisent du (2) pre´ce´dent
combine´ respectivement avec les proprie´te´s fonctorielles du (2.1), du (3) et
du (2.2) du the´ore`me 1.3.I.
Corollaire 2.3. Dans les notations du the´ore`me 2.1, on a le par-
all´elogramme galoisien local JL;K.;NN ; L3.
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De´monstration. Par le (2) du the´ore`me 2.1,
L3 x JL D D3 D DN  D NN x K.
qui divise N x K, et clairement K. x JL  K x J. Comme le degre´ de
J;K;N;L est se´pare´, on en de´duit que K. \ L3 D JL . Par suite
K. L3 x JL D K. x JL L3 x JL D K. x JL NN x K. D NN x JL;
en sorte que NN D K. L3. Il est ainsi prouve´ que L3=JL est une descendue
de NN =K., d’ou` le paralle´logramme local JL;K.;NN ; L3.
3. GROUPE DE GALOIS D’UN PARALLE´LOGRAMME
Soit N=K une extension galoisienne. Appelons “sous-extension de N=K”
(resp. “extension galoisienne quotient de N=K”) toute extension N=E (resp.
toute extension galoisienne E=K) ou` E est un corps interme´diaire entre K
et N: K  E  N . Dans l’ensemble des sous-extensions de N=K, la relation
induite par l’inclusion des sous-groupes de GalN=K,
N=E0  N=E , GalN=E0  GalN=E
, E  E0; (3.1)
est clairement une relation d’ordre. Nous ordonnons les extensions galois-
iennes quotient de N=K par la meˆme inclusion. Pre´cise´ment, par de´finition
E=K  E0=K , E  E0: (3.2)
D’apre`s la the´orie de Galois classique, toute sous-extension (resp. toute
extension galoisienne quotient) de N=K de degre´ fini a pour groupe de
Galois un sous-groupe (resp. un groupe quotient) du groupe de Galois
de N=K. Avec les de´finitions qui suivent, nous allons montrer qu’il en est
de meˆme “en dimension 2” pour les paralle´logrammes galoisiens.
De´finition 3.3. Soit J;K;N;L un paralle´logramme galoisien.
(1) Nous appelons “sous-paralle´logramme (galoisien) de J;K;N;
L” tout paralle´logramme galoisien M;E;N;F ou` N=E (resp. N=F) est
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une sous-extension de N=K (resp. N=L):
(2) Nous appelons “paralle´logramme (galoisien) quotient de J;K;
N;L” tout paralle´logramme galoisien J; F;C;E ou` F=J (resp. E=J) est
une extension galoisienne quotient de K=J (resp. (L=J):
Remarquons que dans le cas plat, par exemple J;K;N;L D J;K;
K; J, le sous-paralle´logramme M;E;N;F D F;K;K;F (resp. le paral-
le´logramme quotient J; F;C;ED J; F; F; J) s’identifie a` la sous-extension
K=F (resp. a` l’extension galoisienne quotient F=J) de K=J (cf. de´f.1.1(4)).
Pour de´finir le groupe de Galois d’un paralle´logramme, nous allons
nous placer, non pas dans la cate´gorie des groupes Gr comme en the´orie
classique, mais dans la cate´gorie produit Gr2 D Gr Gr.
Nous appelons “bigroupe” un objet de Gr2, c’est a` dire un couple de
groupes. Autrement dit, un bigroupe est un (objet en) groupe(s) dans la
cate´gorie produit Ens2 de la cate´gorie des ensembles par elle-meˆme.
Nous appelons “sous-bigroupe” (resp. “sous-bigroupe normal”) d’un
bigroupe G1;G2, tout bigroupe H1;H2 ou` Hi  Gi (resp. Hi v Gi)
i D 1; 2. On e´crira
H1;H2  G1;G2 resp. H1;H2 v G1;G2: (3.4)
Nous appelons “bigroupe quotient du bigroupe G1;G2 par son sous-
bigroupe normal H1;H2”, le bigroupe G1=H1;G2=H2. On e´crira
G1;G2=H1;H2 xD G1=H1;G2=H2: (3.5)
Les “homomorphismes de bigroupes” f1; f2: G1;G2 ! G01;G02
sont les morphismes de Gr2, et ils sont injectifs (resp. surjectifs, bijectifs)
selon qu’il en est ainsi de f1 et de f2.
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De´finition 3.6. Soit J;K;N;L un paralle´logramme galoisien.
(1) Nous appelons “groupe de Galois de J;K;N;L”, et nous notons
GalJ;K;N;L, le bigroupe
GalJ;K;N;L xD GalN=K; GalN=L:
(2) Nous appelons “sous-groupe” (resp. “sous-groupe normal”; resp.
“groupe quotient”) du groupe de Galois de J;K;N;L, tout sous-bigroupe
(resp. sous-bigroupe normal; resp. bigroupe quotient) de GalJ;K;N;L.
Il est imme´diat que le groupe de Galois d’un sous-paralle´logramme de
J;K;N;L est un sous-groupe du groupe de Galois de J;K;N;L. Nous
prouverons que le groupe de Galois de tout paralle´logramme quotient de
J;K;N;L est un groupe quotient de GalJ;K;N;L.
Fait 3.7. Soit J;K;N;L un paralle´logramme galoisien de degre´ fini.
(1) Dans l’ensemble des sous-paralle´logrammes galoisiens de J;K;
N;L (de´f. 3.3(1)), la relation induite par l’inclusion des sous-groupes de
GalJ;K;N;L,
M 0; E0;N; F 0  M;E;N;F
, GalM 0; E0;N; F 0  GalM;E;N;F
, E  E0; F  F 0;
est une relation d’ordre.
(2) Dans l’ensemble des paralle´logrammes galoisiens quotient de
J;K;N;L (de´f. 3.3(2)), la relation de´finie par
J; F;C;E  J; F 0; C 0; E0 , E  E0; F  F 0
est une relation d’ordre.
C’est clair en invoquant, pour le (1) que M D E \ F  E0 \ F 0 D M 0,
et pour le (2) que C D EF  E0F 0 D C 0.
Remarque 3.8. Nous verrons que la relation d’ordre du (2) pre´ce´dent
est, comme celle du (1), induite par l’inclusion des sous-groupes de Gal
J;K;N;L (confer la de´croissance de la de´monstration du the´ore`me 4.2).
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4. ANALOGUE DE LA BIJECTION DE GALOIS POUR LES
PARALLE´LOGRAMMES GALOISIENS
Le but de cette section est d’e´laborer un de´but de “the´orie de Galois en
dimension 2”, en ge´ne´ralisant aux paralle´logrammes galoisiens la bijection
classique de Galois que nous re´e´nonçons sous la forme suivante.
The´ore`me 4.1 (The´ore`me de Galois Revisite´). Soit N=K une extension
galoisienne finie de groupe de Galois GalN=K. On munit l’ensemble des
sous-extensions (resp. des extensions galoisiennes quotient) de N=K de la re-




est une bijection croissante de l’ensemble des sous-extensions de N=K sur




est une bijection de´croissante de l’ensemble des extensions galoisiennes quo-





Cette double bijection sur les extensions se ge´ne´ralise en une double
bijection sur les paralle´logrammes.
The´ore`me 4.2. Soit J;K;N;L un parall´elogramme galoisien de degre´
fini de groupe de Galois GalJ;K;N;L. On munit l’ensemble des sous-
parall´elogrammes galoisiens (resp. des parall´elogrammes galoisiens quotient)
de J;K;N;L de la relation d’ordre induite par l’inclusion des sous-groupes




est une bijection croissante de l’ensemble des sous-parall´elogrammes galoisiens




J; F;C;E 7! GalNAB;NA;N;NB D A;B;
ou` A (resp. B) est l’unique sous-groupe de GalN=K (resp. GalN=L)
de restriction AL D GalL=E (resp. BK D GalK=F), est une bijec-
tion de´croissante de l’ensemble des parall´elogrammes galoisiens quotient de
J;K;N;L sur l’ensemble des sous-groupes normaux de GalJ;K;N;L,




Remarque 4.3. Dans le cas d’un paralle´logramme plat, cette double
bijection “en dimension 2” redonne exactement la double bijection clas-
sique de Galois. Le the´ore`me 4.1 n’est donc qu’un cas particulier du
the´ore`me 4.2. En effet, plaçons-nous dans le paralle´logramme J;K;
N;L D K;K;N;N qui s’identifie a` l’extension galoisienne N=K.
(1) Sous-paralle´logramme M;E;N;F. On a LDFDN et M D E \
F D E, de sorte que M;E;N;F D E;E;N;N qui s’identifie a` la sous-
extension N=E de N=K, et
GalM;E;N;F D GalN=E; 1 !GalN=E:
On retrouve donc bien la bijection N=E 7! GalN=E. De meˆme, la
re´ciproque A;B 7! NAB;NA;N;NB ou` B  GalN=L D 1, devient
A
!A; 1 7! NA;NA;N;N ' N=NA:
(2) Paralle´logramme quotient J; F;C;E. On a K D J  E  L D N ,
F D K et C D EF D E, de sorte que J; F;C;E D K;K;E;E s’identifie a`
l’extension galoisienne quotient E=K de N=K. La bijection J; F;C;E 7!
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A;B, dans laquelle A D GalN=E et B D 1, redonne donc la bijec-
tion classique E=K 7! GalN=E. De meˆme, la re´ciproque A;B 7!
J;KBK;NAB;LAL devient
A
!A; 1 7! K;K;NA;NA ' NA=K:
Enfin
GalJ; F;C;E ! GalJ;K;N;L=A;B
#o #o
GalE=K ! GalN=K=GalN=E:
De´monstration du the´ore`me 4.2. (1) Injectivite´. Avoir GalM 0; E0;N; F 0
D GalM;E;N;F s’exprime par une e´galite´ entre couples qui conduit a`
E0 D NGalN=E0 D NGalN=E D E;
et de meˆme F 0 D F ; d’ou` M 0 D E0 \ F 0 D E \ F DM .
Surjectivite´. Soit A; B  GalJ; K; N; L (cf. (3.4)). La sous-
extension N=NAB de l’extension galoisienne N=J admet les extensions
galoisiennes quotient NA=NAB et NB=NAB. On a
NA \NB D NA;B D NAB; NANB D NA\B D N:
Ceci prouve que l’extension NB=NAB est une descendue de N=NA, d’ou`
le sous-paralle´logramme galoisien NAB;NA;N;NB. La surjectivite´ s’en
de´duit par le the´ore`me d’Artin:
GalNAB;NA;N;NB D GalN=NA;GalN=NB D A;B:
Croissance. Par de´finition de la relation d’ordre du fait 3.7(1).
Re´ciproque. Dans le paralle´logramme galoisien M;E;N;F, on a
l’e´galite´ GalN=E GalN=F D GalN=M. Ainsi
M;E;N;F 7! GalN=E;GalN=F
7! NGalN=M;NGalN=E;N;NGalN=F D M;E;N;F:
L’identite´ de la composition dans l’ordre inverse est claire.
(2) Injectivite´. Soit J; F; C; E (resp. J; F 0; C 0; E0) un paralle´lo-
gramme quotient d’image A;B (resp. A0; B0). Avoir A;B D A0; B0
implique par restriction a` L que GalL=E D GalL=E0, d’ou` E D E0. De
meˆme F D F 0, et donc C D EF D E0F 0 D C 0.
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Surjectivite´. Soit A;B v GalJ;K;N;L (cf. (3.4)). Comme l’exten-
sion NA=K est galoisienne, on sait d’apre`s le the´ore`me 1.3.I(2.2) que l’on
a le paralle´logramme galoisien J;K;NA;LAL: En particulier, l’extension
LAL=J est galoisienne, de groupe
GalLAL=J !GalN=K=A:
De meˆme, l’extension NB=L est galoisienne dans le paralle´logramme trans-
pose´ J;L;N;K (cf. de´f. 1.1(2)), donc l’extension KBK=J est galoisienne,
de groupe
GalKBK=J !GalN=L=B:
Il est clair que LAL  NAB et KBK  NAB. Prouvons que l’on a
le paralle´logramme galoisien J;KBK;NAB;LAL. Comme dans le pa-
ralle´logramme J;K;N;L
A B v GalN=K GalN=L D GalN=J;
l’extension NAB=J est galoisienne, et il en est de meˆme de sa sous-
extension NAB=KBK. A montrer que l’extension galoisienne LAL=J est
une descendue de NAB=KBK. On a, d’une part
J  KBK \ LAL  K \ L D J;
d’ou` KBK \ LAL D J; d’autre part, en vertu de ce qui pre´ce`de,GalKBKLAL=J D GalN=L=B GalN=K=A:
Or
GalNAB=J !GalN=J=A B !GalN=K=A  GalN=L=B;
d’ou` KBKLAL D NAB par finitude des extensions. En posant F xD
KBK, C xD NAB, E xD LAL, on de´duit alors la surjectivite´ voulue du
the´ore`me d’Artin.
Surjectivite´ inverse. Pour tout paralle´logramme galoisien quotient
J; F;C;E de J;K;N;L, il existe un unique sous-groupe normal A;B
de GalJ;K;N;L tel que
AL D GalL=E; BK D GalK=F;
J; F;C;E D (J;KBK;NAB;LAL:
En effet, E=J e´tant une extension galoisienne quotient de L=J, l’image par
la re´ciproque de la restriction a` L:A xD L 1GalL=E est un sous-groupe
normal de GalN=K. De meˆme, B xD K 1GalK=F v GalN=L: Le
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bigroupe A;B est donc normal dans GalJ;K;N;L. D’apre`s la surjec-
tivite´ pre´ce´dente, on sait donc lui associer le paralle´logramme quotient
J;KBK;NAB;LAL qui re´pond a` la question.
De´croissance. Par de´finition (cf. fait 3.7(2))
J; F1; C1; E1  J; F2; C2; E2 , E1  E2; F1  F2:
Or d’apre`s la surjectivite´ inverse
9!Ai;Bi v GalJ;K;N;L;
J; Fi; Ci; Ei D J;KBi K;NAiBi ; LAi L
ou` AiL D GalL=Ei et BiK D GalK=Fi i D 1; 2. Comme
E1  E2 , A2  A1; F1  F2 , B2  B1;
on a donc bien A2; B2  A1; B1 (cf. (3.4)).
Re´ciproque. Par ce qui pre´ce`de, notamment la surjectivite´ inverse
ci-dessus, la composition des applications de l’e´nonce´ donne deux fois
l’identite´.
Groupe de Galois. Dans le paralle´logramme quotient J; F;C;E D
J;KBK;NAB;LAL, on a par de´finition (cf. de´f. 3.6(1))
GalJ; F;C;E D GalC=F;GalC=E
!GalLAL=J;GalKBK=J
!GalN=K=A;GalN=L=B (voir la surjectivite´)
D GalN=K;GalN=L=A;B par (3.5)
D GalJ;K;N;L=A;B:
Ceci ache`ve la de´monstration du the´ore`me 4.2.
5. DE´MONSTRATION DU THE´ORE`ME 1.3
I. (1) (1.1) L’extension KE=E est galoisienne en vertu du the´ore`me
de l’extension galoisienne translate´e [2, p. 266, th. 1.12] applique´ a` K=J.
Comme J  K \ E  K \ L D J d’ou` K \ E D J, on sait par ce meˆme
the´ore`me que
GalKE=E !GalK=Jy
autrement dit, dans le paralle´logramme J;K;N;L,
GalKE=E !GalN=L:
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De plus, KEL D KL D N . Donc, en translatant l’extension galoisienne
KE=E par l’extension L=E, on a
GalN=L !GalKE=KE \ L:
On en de´duit que KE \ L D E, de sorte que L=E est une descendue de
N=KE, d’ou` le paralle´logramme E;KE;N;L.
(1.2) Il suffit d’ajouter que l’extension KE=K est galoisienne
comme translate´e de E=J par K=J.
(2) (2.1) Clairement, LAL  NA \ L  LAL d’ou` E \ L D
LAL, et N D KL  EL  N d’ou` EL D N , ce qui prouve que L=LAL est
une descendue de N=E. Observons par ailleurs que GalN=LAL D A V
ou` V xD GalN=L. En effet, dans le paralle´logramme J;K;N;L, on a
GalN=J D GalN=K  V , d’ou` A \ V D 1; de plus,
N x LAL D L x LAL N x L D A V 
d’ou` GalN=LAL D AV , et les e´le´ments de A et de V commutent dans le
produit direct GalN=J. En particulier, A est normal dans GalN=LAL,
donc l’extension E=LAL est galoisienne; d’ou` le paralle´logramme galoisien
LAL; E;N;L.
(2.2) La normalite´ de A D GalN=E dans GalN=K implique
celle de AL dans GalL=J, et l’extension LAL=J est galoisienne. Prou-
vons que c’est une descendue de E=K. De K \ L D J suit K \ LAL D J.
Ainsi
KLAL x J D K x J LAL x J:
De plus, d’apre`s le (2.1),
LAL x J D L x J=L x LAL D N x K=N x E D E x K:
Donc
KLAL x J D K x J E x K D E x J;
et par suite E D KLAL; d’ou` le paralle´logramme J;K;E;LAL.
(3) Il suffit d’appliquer le (1.2) (resp. (2.2)) a` l’extension galoisienne
E1=E0 dans le paralle´logramme E0;KE0;N;L (resp. LA0L ; E0;N;L)
qui re´sulte du (1.1) (resp. (2.1)).
(4) On a le paralle´logramme F;KF;N;L en vertu du (1.1), et KF D
E dans J;K;E; F.
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II. (1) (1.1) En translatant les extensions galoisiennes K=J (resp.
L=J, N=J) par l’extension E=J, on obtient les sous-extensions galoisiennes
KE=KE \ LE (resp. LE=KE \ LE, NE=KE) (cf. [2, p. 266, th. 1.12]). Or
KELE D NE puisque KL D N dans J;K;N;L; d’ou` le paralle´logramme
KE \ LE;KE;NE;LE.
De plus, lorsque les degre´s sont finis, on a les divisibilite´s suivantes:
KE \ LE x E  KE x E D K x K \ E  K x J;
KE \ LE x E  LE x E D L x L \ E  L x J:
Si donc J;K;N;L est de degre´ se´pare´, on a bien KE \ LE D E.
(1.2) L’hypothe`se E=J galoisienne implique que l’extension inter-
section K \ E=J est galoisienne. De meˆme, l’extension L \ E=J est galoisi-
enne, et il suffit de la translater par K \ E=J pour voir que K \ EL \
E=K \ E est galoisienne. Comme K \ E \ L \ E D J, on obtient donc
directement le paralle´logramme J;K \ E; K \ EL \ E; L \ E.
Supposons de plus J;K;N;L de degre´ se´pare´. D’apre`s le (1.1) pre´ce´-
dent, on dispose du paralle´logramme E;KE;NE;LE. Alors, en transla-
tant l’extension galoisienne N=J par E=J,
N x N \ E D NE x E D KE x E LE x E
D K x K \ E L x L \ E
D K x JK \ E x J
L x J
L \ E x J
D N x JK \ EL \ E x J
D N x K \ EL \ E;
ce qui prouve que K \ EL \ E D N \ E.
(2) (2.1) L’existence du paralle´logramme K1K2 \ L1L2; K1K2;
N1N2; L1L2 est claire par composition d’extensions galoisiennes de J.
Lorsque les degre´s sont finis, on a par le the´ore`me de l’extension galois-
ienne translate´e
K1K2 x J D K1 x K1 \K2 K2 x J D K2 x K1 \K2 K1 x J;
L1L2 x J D L1 x L1 \ L2 L2 x J D L2 x L1 \ L2 L1 x J:
On en de´duit que les degre´s K1K2 x J, L1L2 x J, sont premiers entre eux
si et seulement s’il en est ainsi, deux a` deux, des degre´s Ki x J, Lj x J
1  i; j  2; et dans ce cas, il est e´vident que K1K2 \ L1L2 D J.
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(2.2) L’existence du paralle´logramme J;K1 \ K2; K1 \ K2L1 \
L2; L1 \ L2 est claire par intersection d’extensions galoisiennes de J.
Supposons les degre´s finis. En quotientant le paralle´logramme de degre´
se´pare´ J;K1;N1; L1 par l’extension galoisienne N2=J (confer le (1.2) du
II (1) de l’e´nonce´), on a
N1 \N2 D K1 \N2L1 \N2:
Les extensions K1 \N2=J et L1 \N2=J sont galoisiennes, avec K1 \N2 \
L1 \N2 D J; donc
N1 \N2 x J D K1 \N2 x J L1 \N2 x J
D K1 \N2 x K1 \K2 K1 \K2 x J
 L1 \N2 x L1 \ L2 L1 \ L2 x J:
D’autre part
N1 \N2 x J D N1 \N2 x K1 \K2 L1 \ L2 K1 \K2 x J L1 \ L2 x J:
On voit donc que
N1 \N2 x K1 \K2 L1 \ L2
D K1 \N2 x K1 \K2 L1 \N2 x L1 \ L2:
Quotientons maintenant le paralle´logramme de degre´ se´pare´ J; K2;
N2; L2 par les extensions galoisiennes K1=J et L1=J successivement; il
vient
K1 \N2 D K1 \K2 K1 \ L2;
L1 \N2 D K2 \ L1 L1 \ L2:
De plus, en translatant l’extension galoisienne K1 \L2=J (resp. K2 \L1=J)
par l’extension K1 \K2=J (resp. L1 \ L2=J), on a
K1 \K2K1 \ L2 x K1 \K2 D K1 \ L2 x J(
resp. K2 \ L1L1 \ L2 x L1 \ L2 D K2 \ L1 x J

:
Finalement, par conjonction des e´galite´s pre´ce´dentes, on obtient que
N1 \N2 x K1 \K2L1 \ L2 D K1 \ L2 x J K2 \ L1 x J;
ce qui ache`ve la de´monstration du the´ore`me 1.3.
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